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Juegos cuánticos: su majestad el fútbol, 
un juego cooperativo correlacionado 

Edward Ji rn énez" 

E
l fútbol es un juego de competí­

. ción, en el que simultán eam ente 
se presentan ambos en coopera­

ción al interior y competición co n el 
equipo oponente. Además, se muestra 
que la interac ci ón entre dos jugadores de 
un mismo equipo, está representada por 

el juego bimatricial ' del dilema del pri ­
sioncro , mientras qu e la interacción en­

*� Fi sico N ucl ear , Esc uela Politécnica N acional; 

Ma ster lnrorm ánca, Escuela Pol it écni ca N acional: 
Ma ster e n M icroecon om i.r, Universidad Sairu. 
r~t "'tlll e . ['ran CIa; L'hD(e) , Mrcroeconornia. 

Uutv ervrdad Luuuerc, Fran cia : Expcriru enral 

E<On 01l1 1"S, Todo 1 Ser v ir es lnc, Miami FI 

.3.3 12ú.GATE, UMR 5824 C N RS - Franre. 
Unidad de Investiga ci ón y Desarr ollo Tec nol ógico 

de Pctrnc ru ador (llne nez@jpetroeeuador.eom .ee) 

El au tOT agradece al g ru po de urvc sngau ón del 

Hidrógen o en Petroccu ador y e n especial .il D o ctor 

M ellO S;ÍC1l2., por sus ideas clan ficadoras. Además. 

no puede pasar por alto rucncionar l:t colaboraci ón 
pr~> st,, <b por Ec. Gonza lo Po zo, de Mulnenlace. 

C Ud Jl JO intervienen dos jugadores, 10 5 re sultados 

d e las JCClotles por ellos asumidas se puede repre­
ven tar g r-.Hlfal llCn tc en UTl J marriz d e dos dirn cn ­

SJOl1 es (pOI tJ ~lnplo, un a 2 por 2) 
?� El dd '~ lll.l del prisronem e, U ll ej e m plo clan) p n u 

.1típ lCO de un pr oblema de suma no n ula, En este 

probl em a de teori , de juegos, co mo en o tro s rnu ­

c ho-, ' C supon<' que cada jugador. de' modo in dc­

tre do s jugadores de distinto eq uipo, está 
representada por atrition . A travcs de los 
operadores de correlación usados en 

computación cuántica (m tI1 I1X[C11Iet1t) , se 
demuestra, que para lograr un equipo de 
fútbol cohesionado en objctivos, discipli ­
nado en el respero a normas internas y 
cooperativo en las acciones es necesario 
lograr la correlación matemática de las 
estrategias (jugadores), como mínimo en 
grupos exhaustivos y ex tensivos de dos a 
dos. Finalmente, el operador de cntanolc­

ment aplicado a un juego simétrico.jam.is 
reduce el valor de la probabilidad de ro-­

operación . 

pendiente, traca de rn axunizar su propia w' lll.<lja , 111 

im portarle el resultado del ot ro jugad or, Las t"ull' 
c.is d e aná liSIS (k la rcoria de j UCgll, est.iudar, por 

ej emplo deternunar el equ rlib rio de N ash . pued en 

llevar J cada jugad or ;l CSL"oger trau ionar .il otro, 

pero currosamcure ambos ju gudore ohtcnd riau nn 
resultad o lI11j OI" si co laborascn . 1)C""fl.rtuu_"I., ­

mente (para los privion ero s), cad.l jugador ['S t:1 111 · 

ce nr ivado uidr vidualmcrue 1'.11"3 J di ';II1J~r al otro, 

i nr lu so rras pro m cterle eoL boJ'.lr. É, te e., el pumo 

clave del drlem .i. 
3� Pu ed e encenderse com o desgaste, Un ejem plo de ello 

es el de UII juego en l'l qu e ~,' pi erde cuand o 1I1111 de 

lov do> j uga dores realiza un 1lI 0 VIIllWlHO r unhuuvra ; 

manrcn c ....e inm óvil implu.a de<g'lste lisie!). 

4� Se pue de trad ucir co rno en tu-lazan ucnro cu ántico. 
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- - - - ---- ---- - - --
Edward Jiménez 

Introducci ón 

La cooperación no es solamente el resul­
tado de la coordinación, también es el 
resultado de la correlación de acciones o 

estrategias. Esta correlación de estrategias 
tiene un nombre en la ciencia de la com­
putación cuántica (entan~lement). El en­
tang/ement indica que si dos jugadores to­
mados dos a dos están correlacionados, 
entonces sin necesidad de emisión de 
mensajes o información, la acción del 
uno determina la acción del otro. Puede 
existir una correlación de tres o más ju­
gadores. 

Aunque, el fútbol es un proceso se­
cuencial, donde un jugador envía la pe­
lota a otro, este a otro y así sucesivamen­
te. El resultado final del entanolement pue­
de ser una cadena de acciones, lideradas 
por un objetivo común invariante du­
rante todo el partido de fútbol, ganar el 
partido avanzando siempre hacia el lado 
opuesto. Si los jugadores están correla­
cionados dos a dos entonces la probabi­
lidad de obtener un resultado cooperati­
vo o de equipo es mayor. El principal te­
orema de este artículo muestra que juga­
dores en entanglemesü siempre aumentan 
la cooperación en un juego dinámico. 
Vale la pena aclarar, que un juego diná­
mico, es un juego que evoluciona en el 
tiempo, por prueba y error, por coordi­

nación de acciones o por corrc1ación in­
disoluble de estrategias. Un juego coo­
perativo puede llegar a la consecución 
del objetivo común. 

El Teorema del entanglement, no ga­
rantiza el triunfo de un equipo que de­
muestra correlación entre sus jugadores, 
simplemente dice que la cooperación es 
mayor y, por lo tanto, los resultados que 

requieren trabajo en equipo se facilitan o 
son más probables (ver entanglement en 
Einstein, Podolsky, and Rosen, 1935; 
Eisert, Wilkens, Lewenstein 1999; y 
Meyer 1995). La palabra correlacionado 
en el lenguaje del fútbol significa, equipo 
cohesionado, donde todos interactúen 
con todos, conocen sus fortalezas y sus 
debilidades. 

Entendemos por correlación, "corres­
pondencia o relación reciproca entre dos 
o más elementos o series de elementos," 
estos elementos pueden ser jugadores o 
estrategias. La relación es también una 
correspondencia entre jugadores o estra­
tegias, pero sin la característica de reci­
procidad, que es propia de la coopera­
ción. Algunos autores manifiestan que la 
cooperación real es sinónimo de recipro­
cidad. En síntesis, es más enriquecedor 
en las relaciones humanas lograr correla­
ciones, que simples relaciones formales 
por convencionalismo. 

l.as individualidades: 
un subjuego perfecto 

Abundan ejemplos en la historia del fút ­
bol donde se demuestra que las grandes 
capacidades individuales de un jugador 
particular definen el triunfo de su equi­

11 6� 
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po. Como ya manifestarnos anterior­

mente las acciones cooperativas o de 

equipo al interior de un partido de fút­

bol deben concluir en el triunfo. De esta 

manera, un jugador dotado de cualida­

des únicas, define un subjuego perfecto 

en el cuál debe cumplirse el objetivo del 

equipo, hacer goles y ganar. Los astros 
del fútbol mundial, entre ellos Mara­

dona , Pelé, Bcckham , Roualdo, Zidanc, 

Ronaldinho en innumerables ocasiones 

Se' han tomado de manera unilateral la 

responsabilidad del equipo, y lo han lle­
vado al triunfo ¡afortunadamente! Sin 

embargo, las individualidades por exce­

lentes que pareZCll1 han traído también 

resultados desastrosos, dando razón a la 
teoría al afirmar que en un juego coope­

rativo el aparecimiento de individualida­

des siempre dará resultados inferiores o 

iguales al juego en equipo (Hamrner­

stcin 2n(3) . 

At ririou entre' ltpOllCH[ CS y dilema 

d t'¡ !'r.i~i o nerp r-nrrc- C01l1 paneros 

En un juego de fútbol se manifiestan de 

manera simultánea dos características in­

disolubies: cooperación interna y COlTl­

petencia externa. Dicho de otra manera, 

es la coexistencia de juego~ cooperativos 

y no-cooperativos. Aunque en teoría 

cada equipo debería exclusivamente co­

operar al interior, se presen tan ciertas in­

dividualidades, no sólo de los jugadores 

estrellas . Es importante notar, además, 

que la interacción entre dos jugadores de 

un mismo equipo está representada por 

el juego bimatricial del dilema del pri­

sionero, mientras que la interacción entre 

dos jugadores de distinto equipo está re­

presentada por atrition. Esta reflexión es 

válida, pues, las utilidades de arrition lk­

gan a tener valores negativos, algo total­

mente congruente con 1J realidad , debi­

do a que en ciertas ocasiones producto 

de la interacción entre dos jugadores de 

distinto equipo se producen lesiones físi-­

cas graves (roturas de piernas, cabeza in ­

cluso daños en órganos internos), En la 

interacción de dos jugadores del mismo 

equipo, modelizada C01110 dilema del 
prisionero, la interacción estratégica se 

reduce simplemente a cooperar o no. sin 

llegar al grado de la agresión que se ma­

nifiesta explícitamente en atrition (ver 

teoría de juegos en Myerson 199 l ; Bar­

YJm 1997; Boceara 2004; jiménez y 
Moya 2(05). 

Para f.lcilidad de comprensión este ar­

tículo se ha estructurado de la siguiente 

manera: la introducción establece de ma ­

nera cualitativa los aportes teóricos de la 

correlaci ón cuántica. La sección cuantita­

tiva, presentada a través del operador en­

tanglement, establece los teoremas nece­

sarios de la correlación como elemento 

fundamental de la cooperación. L.1S COII­

clusiones y el apéndice dan una cstrucru­

ra integral a este artículo, pues desde la 

perspectiva práctica, induce una seri e de 

consejos adecuados para entrenadores y 
estrategas de un equipo de fútbol, 

117� 
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Edward [rrnénez 

Cooperació n y operador mod elos aquí presentados tienen ci-erta 
en tan gle rnen r complejidad m atemática la cuál no anula 

la intuición estratégica y macroe­
Para describir un juego en tre dos equi­ con órnica. 

pos, se usa estrategias dinámic as, las cua­
les representan un jugador. Cada par de Sea r = (T,S, v) un juego finito bajo la 
jugadores definen un subjuego simétrico represent ación es tratégica, con I el con­
bimatricial. La inte racción entre los do s junto de equipos de cardinalidad dos, 
equipos se da bajo el csquem a es estra té­ en tonces cada equipo es notado 1,2 E l. 
gico tradicional , en tanto que la in terac­

El con junt o Si de card inalidad mi'ción entre cada par de estra tegias se da 
bajo un esquem a de un juego simé trico ffi] E N es el conjunto de estrategias pu­
bimatricial (dilema del prisionero o atri­

ras de cada equipo i El )(S¡¡ ) ¡eJ E S; ) 
o[ion). Para los jugadnres de un mismo e­

quipo la interacción es tipo dilema del , = JI m }Y 
I 

S = 11.
1'- ' 

. St designa el con ­
'1 {, • • , 

pri sion ero, mientras que la interacción junto de perfiles en estra tegia pura para el 
entre jugadores de un equip o co ntrario es juego. Con s E S un eleme nto de este 
atrition. Los tradicional es juegos de fút ­ conjun to . La fun ción v : S ~ Rn asocia a 
bol, baloncesto, voleyball, en los cuales se cada perfil s E S el vector de utilidades 
manifiestan simultáneamen te dos carac­

ves) ~ (vJs), ...,v,, (s)) , donde v¡(s) designa la
terísticas coop eración inte rna (en tre cada 

utilidad del equipo i ejec ut ando el perfiljuga dor del equipo) y competencia exter­
S . Si es permitida la composición dena (entre los equip os opo nentes), obcde­

estra tegias mix tas enton ces tenemos:cen a la formalización aqu í presentalla, la� 
cual es nue va en la ciencia del fútbol por ~(S ,) ={PoER

m, 
: ¿ "S,Pij = I}� 

tr es caracter ísticas:� 

Es la ex tens ión del juego a una es trategia 
1. N o exisre en la lite ratura ningun a 

mixta para cada equipo ¡ E r. 
analogía to talmente fund amentada, res­

Notare mos ( p ,. )j €. J ,' E l conjunto 
p ecto al dilem a del prisionero y su in­

de perfiles en estrategia mixta par¡¡ el po­terconexión con interaccion es entre 
Iiedr o S con ~ =;n , ., ~(S ,) y p s unácompañeros, como rampo co, ninguna 

analogía en tre atr iuo n e interacci ón en­ punto de A, donde P = (P1J,.,Pnj) y 
tre jugadore s de equipos contrarios. 

Po 70 (P,] 'Pa''''P'''1 ) .2. Por otro lado, la introducción de 
juegos cuánticos en espacios de Hilbert La funci ón u :LXS)~ asocia a cada 
presenta pot en cialidade s interesantes en el vec torperfil en es tra tegia mix ta, (p€.~) 
fú rliol y Teoría de Juegos. 

de utilidades esperadas I(p) :tl( S) ~R' tal3. Desde una perspectiva causalista, 
resulta interesante que la cooperación que entonces esto sea: ~) =(~(p,(S¡j)JÍII\'"
 
interna aparece de manera natural al in ­�
troducir el entanglcme nt, por lo tanto, los (~(p,(s~ \c.r.), ......'(U:,(p,(S'!),:Jn)) donde Ji =� 

11 8 



{I,",mi} e indica la urilidad esperada ~----¡ r 
para ",1e l ~uj po ¡ E [ . 

Cada ( u 1 ( 1 , P . ¡ , ( S 1) ) 1< JI) , 

..., u¡ (m" p.¡ , (S¡)jEJ,» representa las 

preferencias de los equipos¡E l . La tri ­

plcta (J, t1 ,~)dC s1gn'1 la extensión del [ue­

p,o I"a es trategia mixta. 
Si la fun ción de pagu o utilidad es 

definida por ll,(p) = ¿ p(S)ll ¡(S) ' do nde 
ec.S 

p(s) = ll 'dP .(s. >y $1 P - (P'i " 'P"j ) ELi , en­

tonces se obtiene el equilibrio de Nash 
co m petitivo , si y solame nte si, para cada 

equipo i E l, Y para to do Pi E ~(S l) , se 

mantien e la siguiente desiguald ad ~(p};2': 

~~. (p "p :.) ,d <)ndc p' es un a estra tegia 

ópti ma. 
Un sub juego cuántico de dos jugado­

res (esLraleg ias) pued e represenLarse co­
rno " ~ iH l' S S P p) donde H es el , ~ . ... " ~ , 11' A ' 11 

espacio de Hilbert definid o por los dos 

·luaa dorcs, I! es la matriz de den sidad , SI\' 
" 

S IJ lo s espacios de estrategias accesibles 

,l cada lino de 105 juga dores y "A,I'H los 

fun cionales de utilidad respectivos. Una 
es tra legia cu ántica es una operación ( u­
ántica , E isen J; M Wilkens and Lcwen s­
rein (1999). 

i :� 
, I 

x <J1 '1' :U~XLt l I j i 

; I-f!¡ ¡
Ilu).ll) I I 

I 

I
1 

iI
l 

I 
___.J L__.._ L...._ l 

F igura l . Proceso de Co rre lac ión 

E n la etapa inicial del juego los dos ju­
g.ldort:s se enc uen tran 11< l correlacio na ­
dos en cualqu iera de lo s cuatro es tados 

inicia les lOO),111),101,) ,110). Se aplica el 

operador de c n ta llgle lIlc lll J -e¡q :(i ~ OO[~ 

a lo s do s jug-adorcs. 
Este operado r correlaciona o p one en 

entanglerncnt las cs rrareqias de los 
jugador es. dando co mo resultado , un o de 
los cuatros es tados de m áximo cnta nglc­

rncn t I\ji ee ) , I\ji {' 1) ) , I'1' D t' ) , I'1' D D ) • 

El máxim o enranglcmc nt se obtiene 
para y - (lli2), en ra111 o lFJe nn ..en taIlgle­

rnenr es cuando y = O. Al menos desd e el 

punto de vista te órico, existen varias for 
ma s de obrcncr jugadu rt·::¡ en l·ntallg!l-. 

menr J ." cxr(J1 UA .~ U /1 )' sin perder gene· 

ralidad y co n el objero d r: far ilnar b ex ­

plicaci ón hemos seleccionado UA 0 Ull -r­

O ® O , donde l<l matriz LJ es un caso 
particular del operado r de evo lució n 

O l '" o " U(fJ) :( · 1 O) 

11 9 



Edward [irn énez 

Definición 1: Es tados Iniciales. Estos 
estados se obtienen como el oroducto 

tensorial de los vec tores- lO) y 11) . 

Sea la función de estado inicial co ns­
truida como la superposición lineal de los 
estados fundamentales. 

I ~ ) =a.loo)+ az + l01)+ a.l llO)+ a411 1) (1) 

D onde la probabilidad de obtener el 
estado lOO) es I (Xl 

2
, de igual manera pa­1 

2 2 2ra los o tros estados 1a ! 1 , I a ¡ 1 , I a~ 1 • 

Definición 2: O perado r de Enta ngle­
me nt J. E ste ope rador permite correlaci­
onar o poner en máximo en tanglernent 
las estra tegias de cada jugador. 

¡] 
(2) 

J __1_ [ ~ ~ ~i 
Ji O -. 

i O O 

Si a la func ión de onda inicial le aplica­
mos un operado r de en tanglernent tene­
mos: 

11J1 )= J I9') 

11J1) = a)JIOO) +a) 10 1) + 

+ a 3J II0)+ a 4J II I) (3) 

I 1J1) = a l I 1J1 cc ) +a21 1J1 CD) +� 
+a3 11J1 DC)+a4 11J1 D(»)� 

Nó tese que hemos utilizado 

10)= (~} I ' ) =( ~)
 

la) = 10) ®IO) = ( ~) *( ~)
 

Definición 3: Sistema de Referencia de 
E ntanglernenr. Llamaremos sistema de 
referencia en entanglement al sistema 
formado por los siguientes vectores. 

e A 
q l-q� 

e p 
v v� 

2'2 o,v 
1- v v

A V,O -2 - e • --e 
P 2 

D onde V represen ta beneficio ye re­
presenta cos tos que se distribuyen en un 
conflicto, quién gana el conflicto es el de 
mayor relación beneficio I costo. Para el 
Caso del Dilema del Prisionero V = 6 , 

e=3, existe un equilibrio de conflicto 
en estrategia pura (p = O,q = O) Y no 

existe un equilibrio en es trategia mixta. 
Para el caso de Att rition V=2, C:::2 se 
tiene dos equilibrios en estrategia pura 
(p= O, q = l) (p =l ,q =O) y un equilibrio 

. . I 1 
en estrategia rruxta (P=2 ,q=~ ' 

El teorema sobre el operador en tan­
gleme n t que a continuación se demues­
tra, es el eje del trabajo desarrollado no 
solo por present:lr una explicación formal 
dc las intuiciones de los estrategas del 
fútbol (comen tadores, entrenadores, ju­
gadores) sino también por hac er evidente 
la existenc ia de una nu eva característica al 
interior de un juego de fútb ol -la coope­
ración a través de la potenciación y el uso 
del entanglement- entendido como la ca­
pacidad de diseñar, coordinar y ejecutar 
jugadas de laboratorio de manera natu­
ral. 
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Teorema 1. El operador de entan­
glenmcnr aplicado a un jucgo sim étrico, 
jamás reduce el valor de la probabilidad 
de cooperación p. 

Prueba. Primero, escribamos las cqui 
valencias entre las probabalidades clásicas 
y las cuánticas de un juego no-entangle­
mcnr: 

2laJ := p 2 , laJ := la 3 1= (l - p)p , 

la 41
2 

=, (l_p)2 . 

La cooperación es factible si y sola-mente 
sí p aumenta, Para el juego simétrico 

gue estarno s analizando p =q, tenemos 
una función de estado en máximo 

l:nlanglcmclIt I~/) Yla otra en no-crnan­

gle!l1ent I'P). 
Despu és de realizar algunas opera­

ciones sobre la [unción 1qJ) se tiene : 

h/) .,. t~ ~u~ l loo) ~ (a, :;lll)IOI)+ (1) 

(u , -i ¡U ,j l ) (u. + iU;)l ) 
~. Ji , l O f J2 11 

En el caso cooperativo I00) , la proba­

bilidad de obtener cooperación para iuga­
1 

dore s en en l;lllgle ll1cn t es ,.,:1;1",1 

Observación 1. Aplicando el teorema 
anterior al juego JcI Dilema del Prisione­

ro, se puede observar que el cntanglc­
rncnt siempre aumenta la probabilidad ele 
cooperación, quc inicialmente era p=O 

.1 Ilt,¡2~lu,l ' 1 · O )ha sta el valor p = - -:1- = ;;- .> ,] uc s 

el equilibrio en esrraregia pura (p = O, 

q = O) elimina la cooperación y privilegia 

la competencia. 

Observación 2. En el juego de atririon, 
la probabilidad de cooperaci ón inicial de 

p= i permanece invariante frente al 

operador de cntanglemenr, 
De manera general, Juego de aplicar 

el operador de evolución a la fllncic'm 

IVI) obt enemos LJ A 0lJ H I\v) . Tome­

mos en consideración que el operador 

UA actúa sobre el jugador A mientras el 

operador- U 8 sobre el jugador B. 

Notemos que para un caso particular el 

d J luci ó ( 1 O\J opera o r . e evo ucion c ·" U(O) ""l o 1 

y D=:oU(n) ~(O lJ
l-l o 

(UA® Un)III/) = ll¡(U" ® Un)J loo)+ 

~(UA ®UH)JIOl) I (<l¡(U" @UIl)J IIO) (9) 

+U4(U~ @Un)Jll 1) 

6 l( cos(9/2) Sil1(O/2)JU(e) ­
-s1O(9/2) cos(O/2) 

cos(cpi2) Sin(cp/2) J 
Uúp = ( -sin(cp/2) cos(Ip!2) 

12 1 
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La matriz de densidad general en en­
tanglement se conslmye de (a siguielllc 
forma: 

(10) 

Para el caso que los vectores no se en­
cuentren en entanglcment 

ro(qf2~EY2) sir(qf2~EY2) '\ 

-snqf2)iir.(EY2) ro(qf2);iI\EY2) 

ro(qf2)n(02) sir(qf2)n(EY2) 

-5ir(qf2)n(G2) <.'U(qf2)n(EY2)) 

Vale la pena notar que si las matrices 

l¡t l¡t' y rp rp !están relacionados bajo 

un a transformación unitaria J, tal que 
Ir ­J rp rp J = lfI ,l¡t: entonces las ma­

trices l¡t l¡t y rp -rp : tienen los mis­

mos valores propios y la misma ecuación 
característica, Ben N oble, (1969: 312). Es 
evidente que la transformación J = exp 

(iyD 8> D/2) , es unitaria, además. 

Irp)(~ =JHIl¡t)(l¡tIJ (12) 

Definición 6 La matriz J = exp 
(iyD 18) 0 /2) es unitaria, pues es evidente 

verificar que JHJ = JJH =1. 

Definición 7 Si existe una matriz J tal 

(lue J JI l¡t .l¡t J:::: rp '(rp : , la matriz 

rp-'rp está relacionada a la matriz lfI" l¡t 

por medio de una tran sformaci ón unita­
ria. 

La relación existente entre las matrices 

rp ;rp: I y I~ > <iJ I no es más que lli apli­

cación de un concepto básico del AIgebra 
Lineal. Una vez m ás nos dam os cuenta 
CJue los fundamentos, son los elementos 
esenciales de toda teoría 

Teorema 2 Si la matriz rp;-rp está rela­

cionada con la matriz lfI !' l¡t por medio 

de una transformación unitaria ento nces 

IlJI) (lJIl Y : rp' "rp tienen los mismos va­

lores propios y la misma ecuación 
característica. 

Prueba Si J es unitaria, entonces JHJ= 1 

Y detJHdetJ = 1. Si JH Il¡t)(l¡tIJ = 

Irp) (rp I , entonces: 

det(jrp) (~ - Al) =det(JH I'1'1l¡t)(l¡t IJ - Al) 

=detJH 1l¡t) (lJIl - Al)J 

= dctJHdct(j l¡t)('l'1-IJ)dctJ 
13) 

=det(jl¡t)(o/I-IJ) 
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Con lo cual Ff/ Ff/ Y ({J ({J nenen los 

mi smos valores propios y la misma e­
n! ~i('ión caracteristica. 

Con el teorema anterior estamos en 
co ndicio nes de realizar todos nuestros 
an álisis en funci ón de la ba se ortogonal 

("( instruida por 00 , 01 , , lO , 11 . 

Fs intcrcsann- notar que si tomo co ­
mo pun to de partida los jugadores no­
cn tanglcmcn r el operador de evolución 

está dado por (U¿j ®UIJ)J, y la base or­

togonal por 00,01, , ·10,11 , en tan­

tU que si tomo como punto de partida los 
jllgadon's t'1l1 :ll1g1elllclll, el operador de 

evo luci ón es simplemente (U A '8) Un)' y 

la base de vectores es IIfI ce),IV/ C /J ), 

I\1'DC ) I IIfIOD) . 
J.a definici ón del valor esperado del 

operador cnranglcrncnt, es tá totalmente 
relacionado con la utilidad de Vou New­
man, pues las diferentes trazas parci-ales 
son equivalentes a las probabilidades a 
po stcriori , noción fundamental del an á­
lisis baycsiano en Teoría de Juegos. 

Defirriciún 8 El valor esperado de un o ­
perador, tal como la utilidad A se obtiene 
C0 1110: 

=Acc\ fX(\t)} + A(l)'I~ {Yr\t)} + 

A, x. l~ {ZAt)} +i\)f)~ {TlXt)} 

Donde los operadores de Krau ss nn 
E {X, Y,Z,T} e :"(~n definidos por: X= 

00 00 ; y = O1 01 ; 7 ::: 10 10 ; T 

= 11 .'11 en la hase orígiml (no-cru an­

glcl11cnt) y como X ,::: V/ ce '1/ cr 1; y ::: 

lfIen lfI ro ; Z ::: '1/ IX ' lfI IX ; T=­

lfIot: 'l/DI) ,en la base de má ximo Cl1 ­

tanglernenr.. 

El sím bolo Tí. {Xp(t)}, se lec como 

rraza de la matriz Xpu) . 

Sean las siguientes funcione s de on­
da para un jllego ('(llIiprob,lhk: 

Irp) =}.q 00)+10 1) +11O) -'-111))
4 

1+í \ l-i , \
lrp,' 
·
=-IOOI + -!OI +­

I 412 ' 412 1f / 
(15) 

~11O\ + l +i ill\
412 / 412' / 

Solo a manera de ejerci cio es útil 

verificar que las matrice s" '1/ '1/ Y 
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tp rp tienen la misma ecuación carac ­

terística (A4-4).3:::0) y por lo tanto los mis­
mos valores propios . 

Es imp ortante notar (lue co n las 
dos bases de vectores podemos encontrar 
los valores esperados de utilidad. En es­
pecíal, miremos la simetría existente en tre 
las trazas parciale s del operador densidad. 
Nótese t1L1 t' para facilidad de cálculo 

Utilizando los proyectores X=I~ (cq ; 

y ::: OrOl ,; 7. ::: ,10 10 ; T = i 1 ~{1 1 1
 

las trazas parciales para las matrices 11/1) 

(lfIl y rp qJ son: 

Te (T"u ' 1\11 ) I" l = -1 . 1 I o -1 . 1 I�t : (~ . SIn - \II cos- cos V/sm -e + ­
4 2 2 2 2 16� 

T. J V1 JI X"J TI"} 1 . 1 1o 1 . 1�
IZ l .."1U Ir,¡r "'l' =- sm-r,¡rcos- cos-r,¡rsm-(}

4 2 2 2 2� 

1 lO ' lO 1 1 . 1 j�+-cu;- sm- +-cu;-r,¡rsm-O+­
8 2 2 8 2 2 16� 

f7rJ ,{ 11 .111.1�alL.VI\fIXlJ{ ~ (=- (0)-o.rn-o-t-: (0)- r.;¡n-If/
8 2 2 8 2 2� 

l . 1 16\n;1 . 1~
 

4~~ 2~ 16� 

J 1 1 . I 1 1 . 1
12'\'lDjIf/XYo{ vJ -- ca;- VISIJl-If/-{ll;-Oilin- O 

8 2 2 8 2 2� 

1 .1 ILL.-,l . 1 I�
+-!ID-~-<7U,b- VISIJl-~ 

4 2 2 2 2 16� 

U tilizand o los proyector es X =- 11/1ce) 
II/Icc ) ; y ::: ,I/ICD· I/ICD ; Z ::: II/Ioc) ; 

11/1 DC) T= 1/1 DD 1/1 DD ~ , las trazas par­

ciales para las matrices 1/1 \ 1/1 Y tp ;qJ : 

son: 

w li " j 11 1. I 1 1. 1T:z{.'1LJ IIf/X'f']f J =-sm-l/Iws-(1ws-lf/sm-(1�
4 2 2 2 2� 

1 1 .111.11� 
+- co;- Bsm- (1+- co;- l/Ism- B j·­

8 2 2 8 2 2 16� 

T. JTI li ;v"J ,A 1 I LJ.... 1O 1 1 . 1� 
l Z l , vl l,If,lI.V/V ¡ =- COS- (7:>tn- --cos- r,¡rsm- \II 

. 82 2 8 22� 

J • I I O 1 . 1 1�
+-Stn-\II{ll;- CU;-\IISln-O+­

4 2 2 2 2 16� 
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t: I-r l I 11'1 1 1 I {J 1 - I (J 1=1 - V'I(¡.1 - -- >1J1-- V' C"'- COS-I'SJIl- + ­
4 2 2 2 2 1(. 

\ 1 obten er la 10 l a l cqu ivak-nc ia ele re­
su lrados , al util izar la descomposición de 

I'~ ><'~ I y <p <p , al encontrar los valo­

res esperados y las trazas pard ales de las 
matrices de las funcion es de es tado, 1I1la 
\T7. más se verifica que los con ceptos de 
la Mec ánica Cuánt ica utilizados, son por 
clcm.is adl'clIados a la rorrnu1a ción de la 
correspondencia de es trategias y jugado­
res. 

Apcndice 

Se ha demostrado tIlle el fútbol es un de­
porte do nde se manifiestan " arias accio­
nes de distinta naturaleza: cooperativas, 
competitivas y cooperativas / co rnpc tiri­
V:1 >;, Cuando un equipo de fútbol lidera 
un partido v es t á en sus pies el balón, en­
ti )JlCl~S b~ acc iones que se dan son coo­
peración in terna para inte ntar hacer gol y 
competenc ia externa para evita r perder el 
balón, Si un equipo de fútb ol no tiene en­
r:11/:ada la n ioperac i ón, entonces lugrar el 
objetivo mayor, hacer goles, es ímproba­
bit-. 

r~ :; to talmente inn ovador represen tar 
UIl [uego de fútbol utilizand o el In stru ­
11)(' 111;11 tic' la teor ía de juegos. Sin cmbar­

go, se in troducen elementos nuevos tales 
como cooperación interna y competenCia 
extern a, de manera sim ultánea. Di cho Jl' 
otra manera es la coexistencia de juq~o s 

cooperativos y no-co operativos, aun<jue 
en teoría, cada equipo solame nte man í 
ficstc uno de ellos en un mstan rc de tiem ­
po. 

I ~s importan te no tar, acleru ás, tille la 
interacción entre dos jugador es de un 

mismo equipo es t á representada por el 
juego bimatricial del di lema del pri sion c­
ro , mientras que la interacci ón en tre dos 
jugadore s de di sl; l1tn equipo c's lá n :ptc­
sentada por arrition . Esta reflexión es vá­
lida, pu es, las utilidad es de atririon llegan 
a tener valores negativo s, algo totalmente 
congruente con la realidad, debido a que 
en ciertas ocasiones producto de la inrc­
racci ón entre dos jUg'J.dores de distinto e ­
quipo se producen lesiones físicas graves 
(ro tu ras de piern as, cabeza incluso danos 
en órganos int ernos), 

En la interacció n de dos jugadores 
del mismo equipo, modelizada ('(HIlO di­
lema del prision ero, la decisión ejecutada 
es simplemente cooperar O no, sin llega r 
al grado de la agresió n que se rnamficsra 
explícitamente en arririon, 
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Ap éndice I.~I ·~ II'~ I!<'J). ;,[ ~}.m\.J2' 2 1 ' 

OBases de Vectores 

Sea una base ortogonal construida sin 1 · , 1 O 
=J2lI1~+IIOO))"'T ;[' jen ranglernent, de la siguiente forma:� 2 ,,2 O 

1 

Los operadores de Krauss de la base 
en entanglernent: son: 

'1� o o 
o ox -..!� o .';]2 o o o 

,1 o o 
=I'IIcc; )I'IIcc; ); 

O� O 

Lo s respectivos operadores de Krauss y . '[: 
1 

2 O -i 1� 
de la base son:� o� O O ~: 

=I~",, } [ \i'~o ) ;/ ¡ o� o (o o o o 
lo o� o io 1 U o 

X = i y = 1 o ~ IO I )( O I I	 O O~ L'OO)(OOI
10 o o 0 1 lo o o� 
; 

~o o o o) 1,0 o o o 1 -j� 

2 O 1z·f ~]
(j� O O Ou o o o� 
o o ~ 'I o o� o =111)(111 =I\iI<>:; }[Yf<>:; );,.[¡ ,.[jo I =I I O )( I ~ o I ­(J 1 o o� 
o o O) o o 1 (1� O O 

1 O O O 
T = ­La base construida por los vectores 2 O O O ~: ] 

cnranglcrncnt es:� \ j O O 

' 1 =h ",)iYfOO) ;� 

i \ llm-1 'Ii ') 1 [°1\�1Jl//ocl = .j2 ""'/+1,1, =.j2 O , '<Iw! 
Es sumamente fácil verificar que para 

1/ las dos bases se cumple: 

'o� 
..xxt' ,,:-0; yyH,,:- O, ZZlf ;te O, TIH;te 0,, )� ..!.J ' .. ¡/10',I= 1 1

j1"cc = ,,'2\jO'1 iI J2 ..¡ 
,o� X'fl = xz' = IT =yZl = vr' = Zl" = O 
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